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INTRODUCTION 
Dans ce travail les anneaux ont un element unite non nul, les modules sont 
unitaires, les sous anneaux sont unitaires. Comme dans la terminologie de 
Bourbaki, les anneaux simples ou semi-simples sont entendus artiniens. 
Enfin les notions later-ales sont entendues a gauche lorsque rien n’est precise. 
Les problemes auxquels on s’interesse ici sont les suivants: 
(A) Soit E un anneau semi-simple, T un sous-anneau semi-simple. Les 
longueurs a gauche et a droite de E sur T sont-elles Cgales ? (Question posee 
par E. Artin [l]). 
(B) Soit A un anneau artinien a gauche, e un idempotent primitif de A, 
et M l’enveloppe injective du A-module a gauche simple Ae/Rad(Ae). La 
longueur du module a gauche injectif indecomposable M est-elle Cgale a celle 
du module a droite projectif indecomposable eA ? 
La principale source d’inspiration de ce travail est un article de A. Rosenberg 
et D. Zelinsky [ll], oh est Ctabli le resultat suivant: 
THBOR~ME. Les assertions suivantes sont t!quivalentes: 
(i) I1 existe un anneau artinien k gauche et ci droite ayant un module 6 gauche 
injectif indkomposable de longueur infkie. 
(ii) II existe un anneau simple E et un sous-anneau semi-simple T tels que 
la longueur ci droite de E sur T soit finie et la longueur 6 gauche de E sur T infinie. 
Ce resultat montre l’equivalence des problemes (A) et (B) dans un cas. Et 
dans ce cas ces probltmes sont d’ailleurs resolus par un exemple (dQ a 
P. M. Cohn [5]) de corps K ayant un sous-corps L tel que les dimensions, a 
gauche et a droite, de K sur L soient l’une infinie, l’autre Cgale a deux 
(cf. aussi Cohn, Ill. J. Math. 10 (1966) p. 418). 
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Mais si les deux longueurs dont il est question en (A) [resp. en (B)] sont 
finies, peuvent-elles &tre in&gales ? Ce probleme semble ne pas &tre encore 
resolu. Le but de ce travail est seulement de montrer que les questions (A) et 
(B) sont aussi Cquivalentes dans ce cas. 
Le principal resultat est celui-ci: 
(0) TH~OR~ME. Les assertions uivantes sont equivalentes: 
(I) I1 existe un anneau simple E et un sous-anneau simple T de E, tels que la 
longueur a gauche et la longueur a droite de E sur T saint jinies mais i&gales; 
(II) I1 existe un anneau artinien a gauche et a droite A et un idempotat 
primitiff de A, tels que la longueur du A-module a gauche injectif indecomposable 
E(T(Af )) soit finie mais diftkmte de celle du A-module a droite projectif 
indecomposable f A; 
(III) I1 existe un anneau artinien a gauche et a droite A tel que la longueur du 
plus petit cogenerateur de JVod soit $nie mais ds@rente de celle du plus petit 
genkateur projectif de Mod, . 
Pour Ctablir ce resultat, on utilise (en section 4) essentiellement la meme 
methode qu’en [l I], avec quelques additifs et raffinements. On indique en 
(4.7) d’autres assertions Cquivalentes B celles ci-dessus. 
De plus, si A est un anneau artinien 5 droite, nous montrons que 1’CgalitC des 
longueurs du plus petit gCnCrateur projectif a droite et du plus petit cogen& 
rateur a gauche pour chaque anneau quotient de A Cquivaut a l’existence 
d’une “bonne dualite de structure” entre les A-modules a droite projectifs 
indecomposables et les A-modules a gauche injectifs indecomposables 
correspondants (propositions (2.1) et (3.2)). 
1. HAUTEUR ET LONGUEUR D'UN MODULE SUR UN ANNFAU SEMI-PRIMAIRE 
On note S(E) ou S,(E) le socle d’un module E, S,(E) le releve dans E du 
socle de E/S,(E), et par recurrence on d&nit ainsi S,(E), le releve dans E du 
socle de E/S,-,(E), et on l’appelle le socle de hauteurp de E. Si A est un anneau 
tel que A/N soit semi-simple, oh N = Rad(A), et si E est un A-module, le 
socle de hauteur p de E est I’annulateur dans E de l’ideal NP, i.e. 
S,(E) = r,(Np). (Pour un A-module a gauche E et une partie I de A, on note 
rE(I) = {x E E, Ix = 0} et s,(E) = {a ~1, aE = 0)). Par convention, S,(E) = 0. 
Un module E est dit de hauteur jinie p si S,(E) = E et S,-,(E) # E. Si 
A/N est semi-simple, un A-module E est de hauteur finie p si et seulement si 
NPE = 0 et Np-lE # 0. On designe par h(E) la hauteur d’un module E de 
hauteur finie. 
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Un anneau A de radical N est dit semi-primaiue si A/N est semi-simple et 
si A est de hauteur finie, i.e. si N est nilpotent. Si h(A) = p, i.e. si N* = 0, 
ND-’ # 0, alors tout A-module est de hauteur au plus p. Par convention, 
No = A. 
On sait definir la longueur dune module semi-simple S sur un anneau A 
quelconque (Bourbaki [4], $3, definition 4): on la designe par [S : A], ou 
simplement par [S], lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion. On peut alors 
definir la longueur d’un module quelconque sur un anneau semi-primaire: 
1 .l DI~FINITION. Soit A un anneau semi-primaire, de radical N, et soit M 
un A-module a gauche de hauteur h. Alors 
et ce cardinal est appele la longueur de M et designe par [M : A], ou simple- 
ment [Ml. 
Preuve de l’t!galite’. On construit comme dans le theoreme de Schreier 
(Bourbaki [3], $1, Theo&me 7) une suite finie de sous modules de M qui 
rafhne les deux suites (S,(M)),,,,, et (NDM),G,Gh : les quotients des 
termes consecutifs de cette suite sont done semi-simples. L’CgalitC resulte 
alors du fait que si S est un module semi-simple tel que S N S’ @ S”, alors 
[S] = [s’] + [SN]. 
Si M est un A-module de longueur finie au sens usuel, la longueur que 
nous venons de definir comcide Cvidemment avec la longueur usuelle. 
1.2. PROPOSITION. Soit une suite exacte de modules SW un anneau semi- 
prim&e, 0 -+ M’ -+ M -+ M” --+ 0. Alors [M] = [M’] + [M”]. 
La preuve est elementaire. 
1.3. Remarque. Soit A un anneau semi-simple, J un ideal bilatere de A, 
et M un A/ J-module. Les longueurs de M en tant que A-module et en tant 
que A/ J-module Ctant &gales; nous Ccrivons par la suite [M] pour designer 
indifferemment [M : A] ou [M : A/J]. 
Comme en [7], pour un A-module M on note T(M) = M/Rad(M) (Si A 
est un anneau tel que A/Rad(A) soit semi-simple, on a aussi T(M) = 
WRad(A)M, p UIS . q ue Rad(M) = Rad(A)M). Et E(M) designe l’enveloppe 
injective de M. Enfin voici deux resultats, dQs a K. R. Fuller [7], qui nous 
seront utiles plusieurs fois dans la suite. 
1.4 LEMME ([7], lemme 4.5). Soit J un idkal bilathe d’un anneau semi- 
4W2512-7 
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primaire (ou seulement semi-parfait (H. Bass [2])) A, et f un idempotent primitif 
n’appartenant pas a J. Alors T(Af) est un A/ J-module simple, et 
1.5 LEMME ([7], preuve de 2.4). Soit A un anneau semi-primaire (ou 
seulement semi-parfait), f un idempotent primitif, et J et J’ deux ideaux biladres 
tels que J3 J’. Alors: 
(4 ~A((~EU’MJN = ~AfJ/!U’), oh E = -WYAfN; 
(b) f J/f J’ est semi-simple si et seulement si r,(J’)/re( J) est semi-simple, et 
dans ce cas (en appliquant a), si e est un idempotent primitif, T(eA) est isomorphe 
a un facteur direct de fJfJ’ si et seulement si T(Ae) est isomorphe a un facteur 
direct de rE(J’)/yE( J). Enparticulier f J/ f J’ = 0 si et seulement si yE(J’)/rE( J) = 0. 
2. STRUCTURE DES MODULES PROJECTIFS ET INJECTIFS INDECOMPOSABLES 
Soit A une algebre de dimension finie sur un corps commutatif K. L’anneau 
A est artinien a gauche et a droite, et pour tout idempotent primitif de A, 
Hom,(fA, K) N E(T(Af )) (Nagao-Nakayama [9]). 11 en resulte une “bonne 
dualite de structure” entre fA et E( T(Af)), q ui se manifeste par les proprietes 
suivantes: 
(1) Pour tout anneau quotient B de A, on a 1’CgalitC [J3B] = [EB( T(B@)], 
oh p est la classe de f dans B; 
(2) Pour tout couple d’ideaux bilatitres J et J’ de A tels que J’ C J, on a 
1’CgalitC [fJ/fJ’] = [re(J))/~~( J)], oh E designe E(T(Af)); 
(3) Pour tout couple d’ideaux bilateres J et J’ de A, oh J’C J, on a 
fJ/fJ’ N T(e,A) 0 *** 0 T(e,A) si e t seulement si re(J’)/~~( J) N T(Ae,) @ *** 
0 T(Ae,), oh E designe E(T(Af)) et oh e, ,..., e,,, sont des idempotents 
primitifs. (En particulier ceci peut s’appliquer aux series de Loewy de fA et 
E(T(Af)), en prenant pour couples d’ideaux bilateres J = W-l et J’ = W, 
oh J = S,(A) et J’ = S,-,(A). Fuller [7] p. 119). 
Si A est un anneau artinien a droite, ces proprietts ne sont evidemment pas 
vraies si les modules a gauche injectifs indecomposables ne sont pas tous de 
longueur finie, et on ne sait pas si elles sont vraies s’ils sont de longueurs finie. 
2.1 PROPOSITION. Pour un anneau A artinien a droite et un idempotent 
primitzff de A les conditions (l), (2), (3) ci-dessus boncees sont equivalentes. 
Preuve. (1) implique (2). S oient J et J’ des ideaux bilateres de A tels que 
J’ C J. Soit B l’anneau A/J’ et B I’anneau A/J. Soit /3 l’image de f dans B, 
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/? son image dans B. Alors BB z fA/fJ’, pi? N fA/fJ N (fA/fJ’)/(fJ/fJ’), 
d’oh PB] =pq-[fJ/fY].P ar ailleurs Y~(J’)N&(T(B#?)), Y,(J)NE~(T(@)) 
d’apres (1.4). Or [E,(T(Bfl))] = [PB] et [EB(T(@))] = PB], d’apres (1). 
Done fhalement lYJ/fJ’l = [ydJ’)Iy~(J)l, en effectuant une soustraction. 
(2) implique (3). La condition (3) signifie que si _T et J’ sont des ideaux 
bilateres, Jr) J’, tels que fJ/fJ’ soit semi-simple, et si le composant isotypique 
de we %A) de fJ/fJ’ est de longueur rz (ou E est idempotent primitif), 
ah y.4 J’>/yd 1) es semi-simple, et son component isotypique de type t 
T(Ac) est aussi de longueur n. C’est ce que nous allons montrer en supposant 
la condition (2) remplie. Soit T le composant isotypique de type T(eA) de 
fJ/fJ’. Soit B l’anneau A/]‘, et /3 (resp. K) l’image de f (resp. de J) dans B. 
Soit U le composant isotypique de type T(cA) du socle de B: alors T est la 
trace sur j3B de l’ideal bilatere U n K, i.e. fl( U n K) = /lB n (U n K) N T. 
Soit I le releve de U n K dans A, done I est bilathe, et on a les relations 
fJ3fI3fJ’, et fI/fJ’y T. D ‘oh YE( 1) C YEV) C TE( I’>. Et [~.~JWEV)I = 
[fI/fJ’] = n, d’aprb (2). Et rE( J’)/rE(I) est isotypique de type T(Ac), d’apres 
(1.5), et de longueur &gale Q celle de T, on vient de le voir. Done si T’ est le 
composant isotypique de type T(Ae) de Y&‘)/Y~(]), on a [T’] > [T]. Cette 
inegalite etant vraie pour tous les composants isotypiques de fJ/fJ’, il en 
resulte [T’] = [T], puisque [Y~(J’)/Y~(J)] = [fJ/fJ’] d’apres (2). 
(3) implique (1). Soit B = A/I un anneau quotient de A et /3 la classe de f 
dans A. Soit N le radical de A: celui de B est M N N + I/I. ConsidCrons la 
serie de Loewy, descendate par exemple, de j3B: 
(4 ~B~)M3...r>BM’3...~)Mh=O. 
DansfA, il y  correspond la serie: 
G9 fA3f(N+I)3...3f(N+I)“3.~*3f(N+I)h =fI, 
oti f (N + I>“/fI N j3Mi. Done les quotients de ces series sont semi-simples 
et respectivement isomorphes (en tant que A-modules et en tant que 
B-modules). A la serie (8) correspond celle-ci, dans y,(I): 
(Y) O=r,(A)Cr,(N+I)C--.Cr,((N+I)i)C-. 
c YE((N + w> = YE(I)* 
Identifications le module B = I&( T(Bj?)) au sous-module Y&I) de E auquel il 
est isomorphe (1.4). Soit x E yE(I): l’egalite (N + I)% = 0 equivaut a l’egalite 
((N + I)“/@ = 0, i.e. Mix = 0, lorsqu’on considere successivement tE(I) 
comme A-module puis comme A/I-module. Done yE(Mi) s’identifie au 
sous-module Y=((N + I>i) de yE(I). D one la serie (7) est isomorphe a celle-ci: 
(6) 0 = Y~(B)CY~(M)C-- C re(Mi) C .s- C yE(Mh) = ,!?. 
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On en deduit, en supposant la condition (3) remplie: 
[/3B] = 2 [plP’/pf”] = c [f(N + I)i-‘/f(N + I)i] 
l<i<h l<i<h 
= ,JI<, kE((N + WMN + 4-‘)I 
Remarque 1. Soit B un anneau semi-primaire. 11 existe toujours au moins 
un ideal bilatere J de B qui est semi-simple et isotypique a gauche et a droite: 
pour en obtenir, prendre les intersections des composants isotypiques ?I gauche 
et des composants isotypiques a droite de Rad(B)h-l, oh h designe la hauteur 
Jr(B). Par recurrence, et avec ce pro&de, on peut construire une chaine finie 
d’ideaux bilatirres 0 = Jo C Jr C *. * C J,,, = B, telle que les modules 
JilJi-, 9 oh 1 < i f  m, soient semi-simples et isotypiques a gauche et a 
droite. Alors avec des arguments analogues a ceux de la preuve de la 
proposition (2.1) on Ctablit facilement ce resultat, qui n’a qu’un inter&t 
purement technique pour la suite: 
2.2 LEMME. Pour un anneau A artinien ci droite, et un idempotent primit;ff 
de A les conditions (l), (2), (3) p&cLdemment 6nonckes sont aussi Lquivalentes ci 
celle-ci: 
(4) Pour tout couple d’idkaux biZatt!res J et J’ tels que J3 J’ et J/J’ semi- 
simple et isotypique ri gauche et li droite, on a l’lgalitk [fJ/fJ’] = [rE(J’)/yE( J)]. 
3. PLUS PETIT GhNkRATEUR ET PLUS PETIT COGtiNiRATELJR 
Pour tout anneau A il existe un plus petit cogCn&ateur de .Mod (d&ini a 
isomorphisme p&s) qui est la somme directe des enveloppes injectives de 
chaque type de A-modules a gauche simples (B. Osofsky [lo], Lemme 1). Si 
A possede un nombre fini de types de A-modules simples, done en particulier 
si A est un anneau semi-parfait (IX Bass [2]), ce plus petit cogenbateur est 
done injectif. Et dualement si l’anneau A est semi-parfait, il existe un plus 
petit generateur projectif (defini a isomorphisme pres), qui est le module 
Ae, @ 1.. @ Ae, , oh Ae, ,..., Ae, est une famille complete d’ideaux a 
gauche primitifs non isomorpbes. 
Pour un anneau semi-parfait A, on designe par GA (resp. /Z) le plus petit 
gCnCrateur projectif a droite (resp. le plus petit cogenerateur a gauche). Avec 
la notation ci-dessus, 
G,., = e,A @ ... @ e,A, et AC = E(T(Ae,)) @ ... @ E(T(Ae,)). 
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3.1 LEMME. Soit A un anneau semi-parfait, C (resp. G) le plus petit 
cog&u%ateur (resp. gtk+rateur projectif), & gauche (par exemple), et J un idkal 
bilatkre de A. Alors rc(J) (resp. G/]G) est le plus petit cogtn&ateur (resp. 
gknkrateur projectif) de aIJMod. 
Preuve. Avec les notations ci-dessus, soit G = Ae, @ ‘.* @ Ae, , et 
C = E, @ ... @ E,; oh Ei = E(T(Ae,)), 1 < i < n. Et soit j3i la classe de ei 
dans l’anneau B = A/J. Alors G/JG N Ae,/Je, @ ... @ Ae,/ Je,, N 
B/3, 0 ... @ Bfin = sG, car la sous-famille des ideaux non nuls de la famille 
(BP, ,..., B&J est une famille complete d’ideaux a gauche primitifs non 
isomorphes de B. Et yC(J) N rBi(J) @ *.. @ r,%(I) N &‘, car si rEd(J) # 0, 
alors r&l) = &(VPd) (4% f 0 si et seulement si rEi(J) # 0 et si et 
seulement si fi $ J). 
Maintenant si l’anneau A est semi-primaire et si la condition (1) definie en 
section 2 est verifiee pour tout idempotent primitif de A, on a alors 1’CgalitC 
[G,] = [&‘I, puisque w,B] = [E,(T(B/3,))] pour tout i, 1 < i < n. Le 
resultat suivant indique que la reciproque est Cgalement vraie lorsque A est 
artinien a droite: 
3.2 PROPOSITION. Si A est un anneau artinien h droite, les conditions 
suivantes sont kquivalentes: 
(i) Pour chaque anneau quotient B de A, la longueur du plus petit cogtktkateur 
de &Iod est Cgale h la longueur du plus petit g&&ateur projectif de Mod, . 
(ii) Pour tout idempotent primitif f de A, les conditions (l), (2), (3) de la 
proposition (2.1) sont vt%i$f?es. 
Preuve. 11 reste a montrer que (i) implique (ii). Les notations seront 
celles ci-dessus. Nous allons montrer que pour tout idempotent primitif f de A 
(et il suffit en fait de le montrer pour les ei) et tout couple d’ideaux bilatbres J 
et J’ tels que J 1 J’ et J//’ semi-simple a gauche et a droite et isotypique a 
gauche, on a 1’CgalitC [fJ/fJ’] = [Y&$/~,(J)], oh E = E(T(Af)). Le resultat 
sera alors prouve, d’aprb le lemme (2.2). Soient done J et 1’ comme indique: 
alors il existe j, 1 < j < n, tel que J/J soit (isotypique) de type T(Aei). Si 
i fj, eJ/eJ’ N eJj/J’) = 0 d’aprb [6, thCorCme 54.121, et rs,(J’)/r=,(J) = 0, 
d’apres (1.5) done [eJ/eJ’] = [rEJJ’)/rEt(J)] = 0. 11 reste done B montrer 
we [ej/iejJ’l = [~~,tI’)l~~,U>l- M ais P q uis ue e, J/eJ = 0 si i # j, d’une 
part G, J/G, J’ ~11 e, J/e1 J’ @ 1.1 @ e, J/e, J’ = ej J/ej J’, d’autre part 
Or (GAIGAJ’)I(G’,,JIG’AJ’> = GAIGAJ, et G,.GAJ N G..t,J, G,-GAJ N GA/I* 
d’apres (3.1), done [GAiJ,] - [GAIJ] = [GA J/GAJ’] = [ej J/eiy]. Et on obtient 
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de mhe L~41 - L~JCl = [~cU’>/~~U)l = k&f’Y~~,U)l. Mais d’aprks 
l’hypothese (i), [GAiJ] = rA,,C], [GAIJ,] = [a,,C], d’oh on deduit [eJ/eJ’] = 
[rE,(J)/rE,(J’)]. La condition (4) du Lemme (2.2) est done verifiee, ce qui 
achbve la preuve. 
Cette proposition (3.2) prouve l’equivalence des conditions (II) et (III) du 
theoreme (0). 
4. EXTENSIONS D’ANNEAUX SEMI-SIMPLES, ET ANNEAUX ARTINIENS 
4.1. Soient A, B, C, des anneaux. Si M est un A-B-module et N un 
C-B-module, nous considerons HomB(M, N) comme un C-A-module et 
End,(M) comme un B-bimodule de la facon naturelle usuelle. 
La preuve du resultat suivant est due B Rosenberg et Zelinsky [I I], 
4.2 LEMME. Soit A un anneau semi-parfait, dont on designe le radical par 
N, et soit S un A-module a gauche simple, dont on dtkigne par M l’enveloppe 
injective. Si J et J’ sont deux ideaux biladres de A, tels que Jr> J’ et J/J 
semi-simple, alors les A-modules h gauche rW(J’)/rM( J) et Hom,( J/J’, S) sont 
isomorphes. 
Le lemme suivant est “dual” du precedent: 
4.3 LEMME. Soit A un anneau semi-parfait, N son radical, S un A-module a 
gauche simple, et e un idempotent primitif tel que T(Ae) N S. Si J et J’ sont 
deux ideaux bilateres de A, tels que J 3 J’ et J/J’ semi-simple, alors les A-modules 
a droite e J/e/l et Hom,(S, J/J) sont isomorphes. 
Preuve. De la suite exacte de A-bimodules 0 + J’ --+ J -+ J/J’ -+ 0, on 
deduit la suite exacte de A-modules a droite (Lemme 4.1). 
0 -+ Hom,(Ae, J’) -+ Horn,&, 1) - Hom,(Ae, J/J’) -+ 0 
puisque Ae est projectif. On verifie sans peine que l’application v  de e J dans 
Hom,(Ae, J) definie par v(en)(ae) = aen est un isomorphisme de A-modules 
B droite. D’oh e J/eJ’ II Hom,(Ae, J/y). Enfin, puisque J/J’ est semi-simple 
et Ae local de t&e T(Ae) N S, Hom,(Ae, J/J’) N Hom,(S, J/J’), d’oh le 
resultat. 
Maintenant considerons l’anneau E = End(,(J/J’)). Soit @ le morphisme 
de A dans E defini par @(a)(x) = xa, oh x E J/J’, et notons T = @(A). 
Alors Test un sous-anneau unitaire de E (Lemme 4.1). Si J{J’ est semi-simple 
B droite, alors Ker @ 3 N, de sorte que T est un anneau semi-simple, 
isomorphe a un composant direct de l’anneau A/N. 
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4.4 COROLLAIRE. Soit A un anneau artinien h gauche, et ] et J’ deux ideaux 
bilateres de A tels que Jr) J’ et J/J semi-simple a gauche et h droite et isotypique 
a gauche de type S, et soit e un idempotent primitif tel que T(Ae) N S. Avec les 
notations ci-dessus, on a alors: 
(a) L’anneau E = End(,(J/J’)) est simple, et sa longueur sur hi-&me 
est egale a celle du A-module h gauche J/J’: 
(b) Si U (resp. V) designe un E-module a gauche (resp. h droite) simple, 
alors U N Hom,(J/J’, S) [resp. V N Hom,(S, J/J’)]; 
(c) [U : T] = [r,(J’)/r,(J) : A], [V : T] = [eJ/e/’ : A]; 
(d) Si ]/]’ est isotypique h droite, l’anneau T est simple. 
Preuve. (a) Puisque A est artinien B gauche, J/J’ est de longueur Q gauche 
finie, d’oh le resultat (Bourbaki [4], $5, Corollaire 1 du ThCoreme 2). 
(b) Si on note n la longueur a gauche de J/J’, et S” la somme directe de 
n copies de S, alors J/J’ N S*. D’ou E II HomA(J//‘, S”) ‘v HomA(J/J’, S)“. 
Done le E-module a gauche HomA(J/J’, S) est simple. Et symetriquement 
a droite. 
(c) Cela resulte immediatement des lemmes (4.2) et (4.3) et de b). 
(d) Si J/J’ est isotypique Q droite de type S’, le seul composant 
isotypique a droite de l’anneau A/N qui n’annule pas J/J’ par multiplication 
a droite est celui de type S’ ([6], Th Coreme 54.12), done T est l’anneau 
simple, composant direct de A/N, qui est isotypique de type S’. 
4.5 PROPOSITION. Soient c et c’ deux cardinaux quelconques. Les assertions 
suivantes sont equivalentes: 
(i) I1 existe un anneau artinien h gauche A et un idempotent primitiff de A, 
et deux ideaux bilatkres J et J’, J3 J’, J/J’ semi-simple h gauche et h droite, 
isotypique h gauche (resp. isotypique a gauche et b droite), tels que [f]/ fJ’] = c’ 
et [r,(J’)/rM(J)] = c, ou M d&&se E(T(Af)); 
(ii) I1 existe un anneau simple E et un sous-anneau semi-simple (resp. un 
sous-anneau simple) T de E, tels que si on note U un E-module a gauche simple, 
V un E-module h droite simple, on ait les egalitb [U : T] = c et [V : T] = ct. 
Preuve. (i) implique (ii). C’est donne par le resultat (4.4). (ii) implique (i). 
Soit E un anneau simple, T un sous-anneau semi-simple, et V un E-module a 
droite simple. On construit l’anneau A comme Rosenberg et Zelinsky [ll], 
theoreme 2. Notons n la longueur de E sur lui-m&me, et D = End(V,) le 
corps commutant de V: alors V est un D-espace vectoriel a gauche de 
dimension n, et E III End(,V) ([4], $5, th Coreme 2). On definit alors sur le 
groupe abelien A = D x T x V la loi multiplicative suivante: 
(d, t, v)(d’, t’, v’) = (dd’, tt’, dv’ + vt’), 
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oh dv’ est defini par le fait que V est un D-espace vectoriel a gauche, et vt’ 
par le fait que I’ est un E-module g droite et que T C E. Cette loi fait de A un 
anneau dont 1’ClCment unite est (1, 1, 0). L’idCal N = ((0, 0, v), v  E V> est de 
car& nul, et A/N ‘v D x T est semi-simple. Done N = Rad(A). Les 
idempotents primitifs sont f  = (1, 0, 0) et e, = (0, tj , 0) oh tj est un 
idempotent primitif de T. On remarque que [Ne, : A] = [V : D] = n, 
done [Aej : A] = n + 1. Si on note m la longueur de T sur lui-m&me, alors 
[A(O, I, 0) : A] = m(n + I), d’oh [AA : A] = m(n + 1) + 1. Done A est 
artinien a gauche. Prenons alors J = N et J’ = 0. L’idCal J/J’ = N est 
semi-simple B gauche et B droite, isotypique a gauche (de type Af), et si T 
est un anneau simple, N est aussi isotypique a droite (de type ejA). Par 
ailleurs End(,N) N End(,V) N E et I’anneau @(A) (notation du lemme 4.4) 
est justement l’anneau T pris au debut. Alors si on note M = E(T(Af)) et 
U un E-module 21 gauche simple, c = [U : T] = [r,(J’)/r,( J) : A] et 
c‘ = [Y : TJ = [eJ’/e J : A], d’apres (4.4), ce qui acheve la preuve. 
4.6 Remarque. A, = fA @ (Z9 ejA) = (c’ + 1) + m. Done A est artinien 
a droite si et seulement si c’ est fini. Par ailleurs yM(J’)/rM(J) = M/S(M), 
d’oh[M:A] =c+ 1. 
Nous sommes alors en mesure d’etablir le principal resultat de cette partie: 
4.7 THBORBME. Les assertions uivantes sont equivalentes: 
(I) II existe un anneau simple E et un sowanneau simple T de E, tels que les 
longueurs, agauche et a droite, de E sur T soientjnies mais i&gales; 
(II) I1 existe un anneau artinien a gauche et h droite A et un idempotent 
primitif f de A, tels que la longueur du module E( T(Af )) soit jnie mais i&gale 2 
celle du module fA; 
(IV) I1 existe un anneau simple E et un sous-anneau semi-simple T de D, tels 
que les longueurs, agauche et a droite, de E sur T soient$nies mais s&gales: 
(V) I1 existe un anneau semi-simple E et un sous anneau semi-simple T de E, 
tels que les longueurs, a gauche et a droite, de E sur T soiat $nies mais inkgales. 
Preuve. Elle se fait suivant le diagramme 
(I) * (IV) 3 (V) * (IV) 3 (II) =+ (I). 
I1 est clair que (I) * (IV) +- (V). 
(V) implique (IV). Soit E = nIlGiG,, Ei , oh les Ei sont des anneaux 
simples. Si T est un sous anneau de E, T = nIIGiGn Ti, oh Ti est SOUS- 
anneau de Ei . Si Test semi-simple, les Ti sont semi-simples ou nuls. Et si les 
longueurs, B gauche et a droite, de E sur T sont finies mais inkgales, alors les 
longueurs, & gauche et a droite, de E, sur Ti sont iinies, et il existe au moins 
un i pour lequel elles sont i&gales. 
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(IV) implique (II). C’est donnC par la preuve de (4.5) et la remarque (4.6). 
(II) implique (I). Soit A un anneau artinien Q droite et f un idempotent 
primitif tel que si on note M = E(T(Af)), on ait [M : A] fini mais 
[M : A] # [fA : A]. Alors, d’aprits le lemme (2.2), il existe des idCaux 
bilatkres / et J’ tels que fJ/fJ’ soit semi-simple et isotypique & gauche et 2 
droite, et [eJ/el’l # [~.d.J’Y~dJ% t e ces longueurs sont finies. Alors si A est 
de plus artinien g gauche, la condition (I) est vCrifiCe, d’aprks (4.5). Comme on 
a dkj& vu que les conditions (II) et (III) du thkorkme (0) sont Cquivalentes, 
celui-ci est done prouvC aussi. 
4.8 Remarque. Dans la proposition (2.1) il n’est pas nkessaire de supposer 
l’anneau A artinien g gauche: il suffit que l’idCa1 fA soit de longueur finie. 
Et on peut montrer que, de m&me, dans la condition (II) de (4.7) il n’est pas 
nkessaire de supposer A artinien B droite, c’est-a-dire que cette assertion est 
Cquivalente B celle-ci: (II’) 11 existe un anneau artinien B gauche A et un 
idempotent primitif f de A tels que la longueur de fA et celle de E(T(Af)) 
soient finies mais i&gales. 
4.9 Remarque. En utilisant la preuve de la proposition (4.5) on montre 
saris peine que si c et c’ sont deux cardinaux infinis quelconques, les assertions 
suivantes sont Cquivalentes: 
(i) 11 existe un anneau simple E et un sous anneau simple T de E, tels que 
la longueur k gauche de E sur T soit c et la longueur g droite c’. 
(ii) 11 existe un anneau A artinien a gauche tel que la longueur a droite de 
A (et du plus petit gCnCrateur projectif % droite) soit c et que la longueur du 
plus petit cogCnCrateur & gauche soit c’. (Et on peut Cvidemment ajouter les 
assertions correspondant aux autres assertions de (0) et (4.7)). 
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